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Problema I (10 puncte) 

 

a)Arătați că  √ac + √bd ≤ √(a + b)(c + d) ,   pentru orice   𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ [0, ∞).  

 b)Demonstrați că √𝑎 ∙ log𝑎+𝑏 √2𝑎 + √𝑏 ∙ log𝑎+𝑏 √2𝑏 ≤ √𝑎 + 𝑏, pentru orice 𝑎, 𝑏 ∈ (
1

2
, ∞). 

Soluție 

 

a) √ac + √bd ≤ √(a + b)(c + d) ⇔ 𝑎𝑐 + 𝑏𝑑 + 2√𝑎𝑐𝑏𝑑 ≤ 𝑎𝑐 + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 + 𝑏𝑑..............(1 p)   

2√𝑎𝑏𝑐𝑑 ≤ 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 ⇔ √(𝑎𝑑)(𝑏𝑐) ≤
𝑎𝑑+𝑏𝑐

2
(inegalitatea mediilor)....................................   (2 p) 

b) √𝑎 ∙ log𝑎+𝑏 √2𝑎 + √𝑏 ∙ log𝑎+𝑏 √2𝑏 ≤ √(𝑎 + 𝑏) ∙ (log𝑎+𝑏√2𝑎 + log𝑎+𝑏 √2𝑏 )..........(2 p) 

log𝑎+𝑏√2𝑎 + log𝑎+𝑏 √2𝑏 ) = log𝑎+𝑏(2√𝑎𝑏),  ................................................................. (1 p) 

 log𝑎+𝑏(2√𝑎𝑏) ≤ log𝑎+𝑏(𝑎 + 𝑏) (inegalitatea mediilor), 𝑖𝑎𝑟 log𝑎+𝑏(𝑎 + 𝑏) = 1 .  ⇒

 (log𝑎+𝑏√2𝑎 + log𝑎+𝑏 √2𝑏 ) ≤ 1.........................................................................................(2 p) 

Deci √𝑎 ∙ log𝑎+𝑏 √2𝑎 + √𝑏 ∙ log𝑎+𝑏 √2𝑏 ≤ √𝑎 + 𝑏, pentru orice 𝑎, 𝑏 ∈ (
1

2
, ∞).............(1 p) 

Oficiu.....................................................................................................................................(1 p) 
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Problema a II-a (10 puncte) 

       Fie  𝑧1, 𝑧2 ∈ ℂ\{1}, 𝑧1
𝑛1 = 1, 𝑧2

𝑛2 = 1,  unde 𝑛1, 𝑛2 ∈ ℕ∗, 𝑛1, 𝑛2 ≥ 2.     Arătați 

că   |(1 − 𝑧1)(1 − 𝑧2)| >
4

(𝑛1−1)(𝑛2−1)
 .  

 

Soluție 

 

Din     𝑧1
𝑛1 = 1 ⇔ 𝑧1

𝑛1 − 1 = 0 ⇔ 

(𝑧1 − 1)(𝑧1
𝑛1−1 + 𝑧1

𝑛1−2 + ⋯ + 1) = 0.............................................................................(1 p) 

𝑧1 − 1 ≠ 0 ⇔  𝑧1
𝑛1−1 + 𝑧1

𝑛1−2 + ⋯ + 1 = 0 | + (−𝑛1)....................................................(1 p) 

⇔ (𝑧1
𝑛1−1 − 1) + (𝑧1

𝑛1−2 − 1) + ⋯ + (𝑧1 − 1) = −𝑛1   .......................................................... (1 p) 

⇔ (𝑧1 − 1)[𝑧1
𝑛1−2 + 2𝑧1

𝑛1−3 + 3𝑧1
𝑛1−4 + ⋯ + (𝑛1 − 2)𝑧1 + (𝑛1 − 1)] = −𝑛1...............(1 p) 

  Dar (𝑧1 − 1) ≠ 0, trecând la modul , aplicând  inegalitatea modulului, știind că 

 |𝑧1|𝑛1 = |𝑧2|𝑛2 = 1, obținem: 

|𝑧1
𝑛1−2 + 2𝑧1

𝑛1−3 + 3𝑧1
𝑛1−4 + ⋯ + (𝑛1 − 2)𝑧1 + (𝑛1 − 1)| ≤ |𝑧1

𝑛1−2| + 2|𝑧1
𝑛1−3| + ⋯ +

|𝑛1 − 1| = 1 + 2 + 3 + ⋯ + (𝑛1 − 1) =
𝑛1(𝑛1−1)

2
............................................................................(2 p) 

|𝑧1 − 1| =
𝑛1

|𝑧1
𝑛1−2+2𝑧1

𝑛1−3+3𝑧1
𝑛1−4+⋯+(𝑛1−2)𝑧1+(𝑛1−1)|

>
𝑛1

1+2+3+⋯+(𝑛1−1)
=

2

𝑛1−1
., 𝑛1 ∈ ℕ∗; 

𝑛1 ≥ 2.............................................................................................................................. ...(1 p) 

 analog |𝑧2 − 1| >
2

𝑛2−1
, deci finalizarea 

 |(1 − 𝑧1)(1 − 𝑧2)| >
4

(𝑛1−1)(𝑛2−1)
, ∀𝑛1, 𝑛2 ∈ ℕ∗, 𝑛1, 𝑛2 ≥ 2.............................................(2 p) 

 

Oficiu....................................................................................................................................(1 p) 

 


