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Problema I (10 puncte) 

Se consideră mulțimea  𝑀 = {𝐴(𝑥, 𝑦) = (
𝑥 2𝑦

5𝑦

2
𝑥

) | 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ,  𝑥2 − 5𝑦2 = 1} 
a) Arătați că dacă 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀 atunci  𝐴 ∙ 𝐵 ∈ 𝑀; 

b) Calculați 𝐴𝑛, unde 𝑛 ∈ ℕ∗. 

 Soluție 

a) Fie 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀 , 𝐴(𝑥, 𝑦) = (
𝑥 2𝑦

5𝑦

2
𝑥

) ,   𝑥2 − 5𝑦2 = 1 și  

 𝐵(𝑧, 𝑡) = (
𝑧 2𝑡
5𝑡

2
𝑧 ) ,  𝑧2 − 5𝑡2 = 1, 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 ∈ ℤ    

 𝐴(𝑥, 𝑦)  ∙ 𝐵(𝑧, 𝑡) = (
𝑥 2𝑦

5𝑦

2
𝑥

) (
𝑧 2𝑡
5𝑡

2
𝑧 ) = (

𝑥𝑧 + 5𝑦𝑡 2(𝑥𝑡 + 𝑦𝑧)
5(𝑥𝑡+𝑦𝑧)

2
𝑥𝑧 + 5𝑦𝑡

) = (
𝑚 2𝑛
5𝑛

2
𝑚 ) , 

unde 𝑚 = 𝑥𝑧 + 5𝑦𝑡 si 𝑛 = 𝑥𝑡 + 𝑦𝑧 ,   𝑚, 𝑛 ∈ ℤ   pentru orice 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 ∈ ℤ................(1p) 

  𝑚2 − 5𝑛2 = 1 ⇔ (𝑥𝑧 + 5𝑦𝑡 )2 − 5(𝑥𝑡 + 𝑦𝑧 )2 = 1 ⇔ (  𝑥 2 − 5𝑦2)(  𝑧2 − 5𝑡2) = 1 

⇔ 1 ∙ 1 = 1 – adevărat........................................................................................................(1p) 

 

Finalizare ............................................................................................................................(1 p) 

b)  𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝐼2 + 𝑦𝐵 , unde 𝐵 = (
0 2
5

2
0).......................................................................(1 p) 

Calculăm 𝐵2 = 5𝐼2, 𝐵3 = 5𝐵, 𝐵4 = 52𝐼2,  ..., 𝐵2𝑘 = 5𝑘𝐼2 ,  𝐵2𝑘+1 = 5𝑘𝐵, 𝑘 ∈ ℕ,...........(1 p) 

 

 𝐴𝑛 = ∑ 𝐶𝑛
𝑘𝑥𝑛−𝑘𝑦𝑘𝐵𝑘𝑛

𝑘=1 = 𝐼2(𝐶𝑛
0𝑥𝑛+𝐶𝑛

2𝑥𝑛−2𝑦2 ∙ 5 + ⋯ ) + 𝐵 ∙ (𝐶𝑛
1𝑥 𝑛−1 ∙ 𝑦+𝐶𝑛

3𝑥 𝑛−3𝑦3 ∙

5 + ⋯ ) =∝𝑛∙ 𝐼2 + 𝛽𝑛 ∙ 𝐵....................................................................................................(2 p) 

 

Dar (𝑥 + 𝑦√5)𝑛 = (𝐶𝑛
0𝑥𝑛+𝐶𝑛

1𝑥𝑛−1𝑦√5 + ⋯ + 𝐶𝑛
2𝑥 𝑛−2𝑦2 ∙ 5 + 𝐶𝑛

3𝑥𝑛−3𝑦3 ∙ 5√5 + ⋯ +

𝐶𝑛
𝑛𝑦𝑛√5

𝑛
) =∝𝑛+ √5𝛽𝑛 , iar (𝑥 − 𝑦√5)𝑛 =∝𝑛− √5𝛽𝑛  ..................................................(1 p) 

 

∝𝑛=
(𝑥+𝑦√5)𝑛 +(𝑥−𝑦√5)𝑛 

2
   și   𝛽𝑛

(𝑥+𝑦√5)𝑛 −(𝑥−𝑦√5)𝑛 

2√5
..............................................(1 p) 

 

Oficiu.............................................................................................................................(1 p) 
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Problema a II-a (10 puncte) 

                     Fie șirul (𝑥𝑛)𝑛≥0 definit prin 𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 + 𝑒−𝑥𝑛, unde   𝑛 ∈ ℕ  și 𝑥0 ∈ ℝ. 

                     Arătați că lim
𝑛→∞

𝑥𝑛

ln 𝑛
= 1. 

 

Soluție 

 

𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛 = 𝑒−𝑥𝑛 > 0, ∀𝑛 ∈ ℕ ⇒ (𝑥𝑛)𝑛≥0 strict crescător .........................................(1 p) 

Presupunem prin R.A că (𝑥𝑛)𝑛≥0 este mărginit,deci (𝑥𝑛)𝑛≥0 convergent și lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑙 ∈ ℝ, 

Trecem la limită în relația de recurență  𝑙 − 𝑙 = 𝑒−𝑙 ⇒ 𝑒−𝑙 = 0,fals ,deci presupunerea este 

falsă⇒ (𝑥𝑛)𝑛≥0 strict crescător și nemărginit⇒ lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = ∞.........................................(2 p) 

Aplicăm Lema Stolz-Cesaro⟹ lim
𝑛→∞

𝑥𝑛+1−𝑥𝑛

ln(𝑛+1)−ln 𝑛
= lim

𝑛→∞

𝑒 −𝑥𝑛

ln(1+
1

𝑛
)

= lim
𝑛→∞

𝑛𝑒 −𝑥𝑛

n∙ln(1+
1

𝑛
)

=

lim
𝑛→∞

𝑛𝑒 −𝑥𝑛

ln(1+
1

𝑛
)

𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑛

𝑒 𝑥𝑛
 ...............................................................................(3 p) 

Aplicăm iar Lema S.C. lim
𝑛→∞

𝑛+1−𝑛

𝑒 𝑥𝑛+1 −𝑒𝑥𝑛
= lim

𝑛→∞

𝑥𝑛+1−𝑥𝑛

𝑒 𝑥𝑛(𝑒𝑥𝑛+1−𝑥𝑛−1)
∙

1

𝑥𝑛+1−𝑥𝑛
,  

dar 𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛 =  𝑒−𝑥𝑛 → 0 ⇒ lim
𝑛→∞

1

𝑒 𝑥𝑛 ∙𝑒−𝑥𝑛
= 1 deci lim

𝑛→∞

𝑛

𝑒 𝑥𝑛
= 1 ⇒

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛

ln 𝑛
= 1..................................................................................................................(3 p) 

 

Oficiu...............................................................................................................................(1 p) 

 

 


