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Problema I (10 puncte) 

Se considerǎ numerele reale pozitive , ,a b c şi d  astfel încât 4.a b c d+ + + =  Arǎtaţi cǎ 

2 2 2 2 4
.

3

a b c d

b c d a c d a b d a b c
+ + + 

+ + + + + + + +
 

 

Soluție 

 

Deoarece 4,a b c d+ + + =  relaţia din enunţ scrie

2 2 2 2 16
,

3

a b c d
a b c d

b c d a c d a b d a b c
+ + + + + + + 

+ + + + + + + +
 .........................................(1 p)  

echivalentǎ cu                                 

( ) ( ) ( ) ( ) 16
,

3

a a b c d b a b c d c a b c d d a b c d

b c d a c d a b d a b c

+ + + + + + + + + + + +
+ + + 

+ + + + + + + +
....................(1 p) 

care este echivalentǎ cu: 

4
.

4 4 4 4 3

a b c d

a b c d
+ + + 

− − − −
..........................................................................................(1p) 

Ultima relaţie se mai scrie 
16

1 1 1 1
4 4 4 4 3

a b c d

a b c d
+ + + + + + + 

− − − −
 şi este echivalentǎ cu: 

1 1 1 1 4
.

4 4 4 4 3a b c d
+ + + 

− − − −
 ........................................................................................ (2 p) 

Dacă , , , 0,x y z t   atunci ( ) 21 1 1 1
4 ( ).x y z t

x y z z

 
+ + + + + +   

 
........................................(2 p) 

Din condiţia 4a b c d+ + + = avem 4 ,4 ,4a b c− − −  şi 4 d−  pozitive. 

Ȋnlocuind în relația ( *) 4 , 4 , 4x a y b z c= − = − = − şi 4t d= −  obţinem 

1 1 1 1 4

4 4 4 4 3a b c d
+ + + 

− − − −
 despre care am arătat că este echivalentǎ cu relaţia din 

enunţ....................................................................................................................................(2 p) 

 

 Oficiu..................................................................................................................................(1 p) 
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Problema a II-a (10 puncte) 

 

Fie 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 un pentagon regulat, 𝐹 mijlocul laturii 𝐵𝐶, 𝐺 intersecția dintre 𝐴𝐵 și 𝐶𝐷 

și 𝐻 intersecția dintre 𝐸𝐹 și 𝐴𝐷. 
a) Arătați că 𝐹 este mijlocul segmentului 𝐸𝐺. 

b) Determinați numerele reale   𝑥 și 𝑦 astfel încât  𝐻𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑥 ∙ 𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑦 ∙ 𝐶𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 

(GM-9-2024) 

   
 

Soluție 

 

a) Δ𝐺𝐶𝐵 este isoscel (∡(𝐺𝐶𝐵) =  ∡(𝐺𝐵𝐶) = 720) ⇒ 𝐺𝐹 −bisectoarea ∡(𝐶𝐺𝐵)..... (1 p) 

Δ𝐺𝐷𝐸 ≡ Δ𝐺𝐴𝐸(𝐿. 𝑈. 𝐿) ⇒ 𝐺𝐸-bisectoarea ∡𝐷𝐺𝐴..................................................(1 p) 

Rezultă că punctele  𝐺, 𝐹, 𝐸, 𝐻 sunt coliniare............................................................(1 p) 

 ∡(𝐷𝐶𝐸) = ∡(𝐷𝐺𝐴) = 360 ⇒ 𝐶𝐸 ∥ 𝐺𝐵..................................................................(1 p) 

Analog, 𝐶𝐺 ∥ 𝐸𝐵 ⇒ 𝐶𝐺𝐵𝐸-paralelogram⟹ 𝐹-mijlocul segmentului 𝐸𝐺...............(1 p) 

 

b) Δ𝐴𝐸𝐷-isoscel,  𝐸𝐻-bisectoare (conform punctului a) 

 ⟹ 𝐻-mijlocul segmentului 𝐴𝐷................................................................................(1 p) 

𝐻𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐻𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

                                                         𝐻𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐻𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗.................................................(1 p) 

 Adunând cele două relații, ⟹ 2𝐻𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐶⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⟹ 𝐻𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

2
 𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ −

1

2
𝐶𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ..............(1 p) 

 Rezultă că 𝑥 = 
1

2
, 𝑦 = −

1

2
........................................................................................(1 p) 

           Oficiu..........................................................................................................................(1 p) 

 


