Ministerul Educatiei
Centrul National de Politici si Evaluare in Educatie

Examenul national de bacalaureat 2021

Proba E. ¢)
Matematica M_mate-info
Testul 1
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematicd-informaticd
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
5p | 1. Determinati numarul elementelor multimii M = {n eN | n* <7+7 } .
Sp | 2. Se considerd functia /R >R, f(x)= x? —6x+m,unde m este numir real. Determinati valorile
reale ale lui m pentru care varful parabolei asociate functiei f are ordonata strict mai mare decét 0.
Sp | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia vx+3 =x—3.
5p | 4. Determinati numarul submultimilor cu cel mult 2 elemente ale unei multimi cu 12 elemente.
Sp | 5.In reperul cartezian xOy se considerd punctele A(4,1) si B(-12). Determinati coordonatele
punctului de intersectie a paralelei prin 4 la OB cu paralela prin B la OA.
. 1 1 . V4
Sp | 6. Aratati ca + =1, pentru orice x € (0,—).
I+tgx 14ctgx 2
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
l-a 2a 0
1. Se considerad matricea A(a) =| —a 1+2a 0 |,unde a este numar real.
0 0 l+a
5p | a) Aratati ci det(A(1))=4.
5p | b) Demonstrati cd A(a)- A(b)= A(a+b+ab), pentru orice numere reale a si b.
5p | ¢) Demonstrati ca, dacd a, b si ¢ sunt numere reale pentru care A4(a)-A(b)- A(c)=4(0), atunci
(I1+a)(1+b)(1+c)=1.
2. Pe multimea M = (0, +oo) se defineste legea de compozitie x * y = Jx? + y2 .
5p | a) Aratatica 3x4=5.
Sp | b) Determinati x € M pentru care x * J5<x+1.
Sp | ¢) Demonstrati ca existd o infinitate de perechi (m,n) de numere naturale nenule, pentru care
numerele m, n si m*n sunt termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice.
SUBIECTUL al I1I-lea (30 de puncte)
1. Se considera functia f:R—>R, f(x)= x—\x?—4x+5.
[.2
C e x“—4x+5—-x+2
5p | a) Aratatica f (x) = , xeR.
Vx? —4x+5
5p | b) Demonstrati ca functia f este strict crescatoare pe R.
5p | ¢) Determinati ecuatia asimptotei orizontale spre +oo la graficul functiei f .
2. Se considera functia f:R >R, f(x)=x>+1.
1
T 4
5p | a) Aratati ca If(x)dx =3
0
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1
5p | b) Calculati [/ (x)dx.
0

1
5p | ¢) Aratati ca Hxln(f(x))‘dx =2In2-1.
-1

Proba scrisa la matematica M_mate-info Testul 1
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica-informaticd
Filiera vocationala, profilul militar, specializarea matematica-informatica

Pagina 2 din 2
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Examenul national de bacalaureat 2021

Proba E. ¢)
Matematica M_mate-info

Testul 2
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematicd-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informaticd
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
Sp | 1. Aratati ca numarul n=(1+ 61')2 +(3- 21')2 este intreg negativ, unde i> =—1.
5p | 2. Se considerd functia f:R—>R, f(x)= x> +ax,unde a este numr real astfel incét F()=r(5).
Aratati ca f(2)=f(4).
5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia log, <2x2 - 2) =2log;(x+1).
5p | 4. Determinati probabilitatea ca, alegdnd un numadr din multimea numerelor naturale de trei cifre,
acesta sa aiba cifra unitatilor egala cu suma dintre cifra sutelor si cifra zecilor.
5p | 5. In reperul cartezian xOy se considera punctele A4(3,4), B(—4,3) si C, astfel incat AOBC este
paralelogram. Aratati ca triunghiul ACB este dreptunghic isoscel.
5p | 6. Determinati x € (0,7) pentru care 2sinxsin(z—x)=1.
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
a a+l a+2
1. Se considera matricea A(a) =1 2 3 |, unde a este numar real.
1 1 a
5p | a) Aratati ca det(4(2))=1.
5p | b) Determinati numarul real a pentru care A(a)A(1)=A(1)A(a).
5p | © Determinati numarul real ¢ pentru care matricea A(a) are rangul doi.

Sp

2. Pe multimea Z se defineste legea de compozitie xoy =xy+x+y.

a) Aritati ci 303=3.

Sp | b) Aritati cd 0 este elementul neutru al legii de compozitie ,,0”.
Sp | ¢) Demonstrati ca functia [ :Z¢; —> Z¢, f (x) =4dox este bijectiva.
SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)
1 1

1. Se considera functia f:(-1,1)U(l,+) >R, f(x)= ~- =
(x-1)" (x+1)

~4(3x? +1)
5p | a) Arétati ca f'(x):—s, xe(-L1)u(l,+o).
(1)
S5p | b) Determinati ecuatia tangentei la graficul functiei f 1n punctul in care graficul functiei f
intersecteaza axa Oy .
5p | © Caleulati lim (f(2)+ £ (4)+ £(6)+...+ f(2n))".
n—+00
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2. Se considerd functia f:R >R, f(x)= 2;(_‘2‘ )
X+

2
Sp | a) Ardtati cd I(xz +4)f(x)dx =0.
0
243
5p | b) Calculati I f(x)dx.
0

X
5p | ¢) Demonstrati ca I f (t)dt 20, pentru orice numar real x.
1
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Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. c)
Matematici M_mate-info
Testul 3

Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematica-informaticd
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informatici
o Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.

o Timpul de lucru efectiv este de trei ore.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

5p
5p

5p
5p

5p

5p

1. Se considera numarul complex z=1+1i. Aratati ca 22 —z7-i=-1.
2. Determinati cel mai mic numar natural n pentru care ecuatia x? —=3x+3-n=0 are doud solutii
distincte in multimea numerelor reale.

3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia logg (25X) +log,5=4.

4. Calculati probabilitatea ca, alegand un numar din multimea numerelor naturale de doua cifre,
acesta sa fie divizibil cu 2 saucu 3.

5.Tn reperul cartezian xOy se considerd punctele A(-1,2), B(4,2) si C(3,0). Calculati aria
triunghiului ABC.

6.Se considera expresia E(x)=sinx—sin(z—x)+cosx+cos(z—x)+tg2x, unde XE[O,%j

Aratatica E (%j =1.

SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
010 000 100
1. Se considera matricele A={0 0 1|,0;={0 0 O|sil3=(0 1 0.
000 000 0 01

5p
5p
5p

5p
5p
5p

a) Aratati ca det(A+15)=1.

b) Aratatica A-A-A=0;.

) Demonstrati ca, daca X € .14 (R) pentru care A- X = X - A, atunci existd numerele reale a, b si
c, astfel incat X =al; +bA+CcA-A.

2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie X*y = |X - y| .

a) Ardtati ca (5%2)*1=2.

b) Aratati ca legea de compozitie ,,*” este comutativa.

¢) Demonstrati ¢ (a*b)+(b*c)>ax*c, pentru orice numere reale a, b si c.

SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)

5p
5p

5p

5p

X2 —2x+1

eX

1. Se considera functia f :R >R, f(x)=

) —(x=1)(x-3
a) Aritati cd f’(x)zw , XeR.
€
b) Determinati intervalele de monotonie a functiei f .
x3
c) Demonstrati cd x—1<2e 2 , pentru orice X &[1,+o).

2. Se considera functia f :(-1+00) >R, f(x)=+vx+1.

2
a) Aratati ca j f2(X)dX=4.
0
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1
5p | b) Calculati [In(f (x))dx.
0

X
5p | ¢) Demonstrati cd existd un singur numdr real x, X €[0,+o), pentru care Ief(t)dt =2021.
0
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Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. c)

Matematica M_mate-info
Testul 4

Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematicd-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematicd-informaticd
¢ Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.

e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

5p
5p

5p
5p

5p

5p

1. Se considerd un numar complex z care are proprietatea z2 =1—i. Arétati ca z* +2i =0.
2.Se considera functia f:R—>R, f(x)= x?2—2x+m, unde m este numar real. Determinati
valorile reale ale lui m pentru care f(x)>1, pentru orice numar real X.

3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia logs (X +2)+logs (2x—1)=2.

4. Determinati probabilitatea ca, alegand un numar din multimea numerelor naturale de trei cifre,
acesta sd aiba suma cifrelor divizibild cu 9.

5.Tn reperul cartezian xOy se considerd punctele A(2,1), B(3,2) si C(4,5). Determinati

coordonatele punctului D, stiind cd AB+ AC + AD=0.
6. Determinati x €(0,1) pentru care 4cosxcos(z—x)+3=0.

SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)

5p
5p
5p

5p
5p
5p

o N O
w O O
<N
.

o
Il
o O O
o O -
o - O

1
1. Se considerd matricele A=| 0
0

a) Aratati cd det A=6.
b) Aratatica A-B+B=B-A.
¢) Determinati numerele reale x si y, stiind ca (x+1)A-B+(y—2)B-A=B-B-B.

2. Pe multimea numerelor naturale nenule se defineste legea de compozitie X *y = xY .
a) Ardtaticd 2*4=4%2,

b) Aratati ca legea de compozitie ,, *” NuU este comutativa.

¢) Determinati numerele naturale nenule n pentru care (2+2)*n<64.

SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)

1. Se considera functia f:R >R, f(x)=2x+ In(x2 +X+l).

2
5p | a) Aratati ca f (X) =w , XeR.
XT+x+1
5P | b) Calculati lim (f(x+1)- f(x)).
X—>+00
5p | ¢) Demonstrati ca functia f este bijectiva.
2. Se considera functia f:R >R, f(x)=2x-1.
1
5p | @) Aratati ca I f(x)dx=0.
0
1
5p | b) Calculati Iex| f (X)| dx.
0
1
5p | c) Pentru fiecare numar natural nenul n, se considera numarul |, =I f"(x)dx. Calculati lim 1,.
N—>-+o0
0
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Proba E. ¢)
Matematica M_mate-info

Testul 5
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informaticd
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
5p | 1. Determinati numarul complex z, pentru care z — 2z=-2+6i.

S5p | 2. Se considerd functia f:R—>R, f(x)= x*+m, unde m este numir real pozitiv. Determinati
numdrul real pozitiv m pentru care numerele f(0), /(1) si f(2) sunt, in aceastd ordine, termeni
consecutivi ai unei progresii geometrice.

5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 2logs (x—1)=logs(3x+1).

5p | 4. Calculati probabilitatea ca, alegind un numir din multimea 4= {0,1,2,. . .,20} , patratul acestui
numar sa apartind multimii 4.

5p | 5. Se considerd punctele 4, B, C si D, astfel incit 24D = BD + AC . Demonstrati ci 4B = DC .

5p | 6. Se considera triunghiul 4BC cu masura unghiului 4 de 30°. Aratati ca lungimea laturii BC este
egala cu lungimea razei cercului circumscris triunghiului.

SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1 0 0
1. Se considera matricea A(m)=|m 1 0 |,unde m este numdr real.
0 m 1

5p | a) Aratati cd det(A(m) + A(—m)) =8, pentru orice numar real m .

5p | b) Determinati numarul real m pentru care are loc egalitatea A(m)- A(m)=A(0).

Sp | ¢) Demonstrati ca A(1)— A(2)+A(3)— A(4)+...+ A(2n—1)— 4(2n) =n(A(-1)- 4(0)), pentru
orice numar natural nenul 7.

2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie x * y = x>+ 4xy + y2 .

Sp | a) Aratati ca L .

2 2 2
5p | b) Determinati numerele reale x pentru care (x * (—x)) * ((—x) * x) =24x.
5P | ¢) Demonstrati ci x * 1 > 6, pentru orice numar real nenul x.
X
SUBIECTUL al I1I-lea (30 de puncte)
. . 2
1. Se considera functia /R >R, f(x) - e
X2 +2
5p | a) Ardtati ca f'(x) =& xeR.
<x2 + 2)\/x2 +2
5p | b) Calculati lim (£ (x))™".
X—>+00
X

S5p | ¢) Demonstrati ca e\/g2 <Ne* 42, pentru orice numar real x.
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2. Se considerd functia f:(0,40) >R, f(x)=x"~Inx.
2 3

5 Aratati ca Inx)dx=—.

p | a) Aritati ca !(f(x)+ nx) =1

5p | b) Calculati Tx(x3 —f(x))dx.
1

F(e)ar=2E 5

5p | c) Aratati ca 3

—_—

1
X
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Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. ¢)

Matematica M_mate-info

Testul 7
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematicd-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informaticd
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
Sp | 1. Determinati numdrul elementelor multimii M = {n eN | 2n+1< 10} .
S5p | 2. Se considera functia f:R—>R, f(x) =x>—10x+m, unde m este numar real. Determinati
numadrul real m pentru care varful parabolei asociate functiei f este situat pe axa Ox .
Sp | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia x ++/x—5="7.
5p | 4. Calculati probabilitatea ca, alegdnd un numar din multimea numerelor naturale de trei cifre, acesta
sa nu fie multiplu de 5.
Sp | 5. In reperul cartezian xOy se considerd punctele 4(3,4) si B(-1,3). Determinati coordonatele
punctului C astfel incat 4B +2BC =0 .
5p | 6. Se considera triunghiul ascutitunghic ABC cu AB=4, AC=5 si aria egalda cu 6. Calculati
cosinusul unghiului 4.
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1 a+l a x+(a+1)y+az=6a+3
1. Se considerd matricea A(a)=|1 1  a+1]| sisistemul de ecuatii {x+y+(a+1)z=4a+7 ,
2 a 1 2x+ay+z=2a+6
unde @ este numar real.
5p | a) Aratati ca det(A(a)) = 2(a2 + 1) , pentru orice numar real a .
Sp | b) Determinati numarul real a pentru care A(a)-4(0)=A4(0)- A(a).
5p | ¢) Demonstrati ca, daca (xy,yp,z) este solutia sistemului de ecuatii, atunci x,, y, si z, sunt
termeni consecutivi ai unei progresii geometrice.
. .. 2(x+
2. Pe multimea M =[0,+w) se defineste legea de compozitie x * y = (—;))
Xy +
S5p | a) Aratati cd x*0=x, pentru orice xe M .
Sp | b) Aratati ca x * y <2, pentru orice x, y €[1,4).
5p | ¢) Determinati perechile (m,n) de numere naturale nenule pentru care m *n este numar natural.
SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)
1. Se considera functia f:R >R, f(x)=e" (x2 —4x+ 5) :
Sp | a) Ardtati ca f'(x)=¢"(x— 1)2 , xeR.
S5p | b) Calculati lim f(-x).
X—>+00
5p | ¢) Demonstrati ca graficul functiei f intersecteaza orice dreapta paraleld cu axa Ox in cel mult un
punct.
2. Se considerd functia f:R >R, f(x)=4x"+1.
1
Sp | a) Ardtati ca [ f(x)dx=2.
0
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1
5p | b) Calculati Ixz (f(x))3 dx .
0

5p | ¢) Demonstrati cd lim J.ln(f(t))dt =40,

X—>+00 1
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Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. ¢)

Matematica M_mate-info

Testul 8

Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematicd-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematicd-informaticd
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.

e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

Sp

Sp

Sp
Sp

Sp

Sp

1. Determinati produsul elementelor multimii 4 = {x € N‘ J7<x< log, 21} .

2. Se considerd functia f:R >R, f (x) = x? +4x. Determinati abscisele punctelor de intersectie a
graficului functiei f* cu dreapta d de ecuatie y=5x+2.
3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 2-9* — 32 _3=9.

4. Calculati probabilitatea ca, alegdnd un numar din multimea numerelor naturale de trei cifre, acesta
sd aiba cifrele numere prime distincte.

5.Se considera punctul M in planul triunghiului 4BC astfel incit 2MB - MC = AB . Aritati ci
patrulaterul AMBC este paralelogram.

6. Calculati tgx, stiind cd x € (7[,37”) sl sinx = —% .

SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)

Sp
Sp
Sp

Sp
Sp
Sp

a+l 1 a (a+1)x+y+az=-5
1. Se considera matricea A(a)=| 1 -1 —a| si sistemul de ecuatii { x—y—az=10 ,
2—a 1 1 (2—a)x+y+z:l—a
unde a este numar real.
a) Aritati ca det(4(2))=4.
b) Determinati numerele reale a pentru care sistemul de ecuatii nu este compatibil determinat.
¢) Determinati numarul natural a pentru care sistemul are solutia unica (xo, yo,zo) si x, este numdr

intreg.
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativd si cu element neutru

X*y=x+y —% .
a) Ardtaticd 1*5=5.
b) Determinati numarul real x, x >0, pentru care Jx#fx =5,

¢) Determinati valorile reale ale lui a, a#5, pentru care simetricul lui a in raport cu legea de
compozitie ,, *” este strict mai mic decét 0.

SUBIECTUL al I1I-lea (30 de puncte)

Sp

Sp

Sp

1. Se considerd functia f:(0,40) >R, f(x)=(x—1)ln(x+1).

a) Ardtati ca f'(x)=1+1In(x+ 1)—L1 , xe(0,+0).
x+

b) Calculati lim ( f(x)f (lD

X—>+00 X

¢) Demonstrati ca orice doud drepte distincte, tangente la graficul functiei f , sunt concurente.
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2. Se considera functia f': (—1,+oo) ->R, f(x) =

Jx+1
2

Sp | a) Aratati ca Ixx/x +1f(x)dx=17.
1

1
5p | b) Calculati I £ (x)dx.
0

5p | ) Stiind cd F:(-140) >R, F(x)=2(x+1)vx+1-6Vx+1+4 este o primitiva a functiei f,

3
ardtati cd If(x)F(x)dx =32.
0
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Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. c)

Matematici M_mate-info

Testul 9
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematicd-informaticd
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematicd-informatica
o Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
o Timpul de lucru efectiv este de trei ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
. 1 1 1 1 3
5p | 1. Aratati ca 1——+—2——+—4>—.
3 3 3 3 4
5p | 2. Se considera functia f:R >R, f (x) =-3x+18. Determinati abscisa punctului de intersectie a

5p
5p

5p

graficului functiei f o f cuaxa Ox.

3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia PR G G, L

14
o . : . 1
4. Determinati termenul care nu il contine pe x din dezvoltarea (x?’ + —] ,unde x & (0,+w0).

Ix
5. Tn reperul cartezian xOy se considerd punctele A(a,1) si B(—2,5), unde a este numir real.
Determinati numarul real a, stiind ca mijlocul segmentului AB apartine dreptei de ecuatie y=2x+3.

5p | 6. Calculati lungimea laturii AB a triunghiului ABC, stiind ca tgC =1 si ca triunghiul ABC este
nscris Intr-un cerc de raza 3.
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
a 1 1
1. Se considera matricea A(a)=|1 a+1 1|, unde aeste numir real.
1 -1 1
5p | @) Arditati ca det(A(3))=10.

5p
5p

5p
5p

5p

b) Demonstrati ca, pentru orice numar natural n, n>2, rangul matricei A(n) este egal cu 3.

C) Aritati ca, pentru orice numar natural m, m>2 , inversa matricei A(m) nu are toate elementele
numere ntregi.
. .. C Xy —4
2. Pe multimea M =(2,+o0) se defineste legea de compozitie asociativd Xy = v’
X+Yy—
a) Aratati ca 8-8=5.
b) Aratati cd (x+2)°(y+2)>(x+y)4, pentruorice X,yeM .
. . - A 1
¢) Demonstrati ci, daci xeM si n este numar natural, n>2, astfel incat xoxoxo...ox=2" -,
’ ’ ¥ 2
de 2" ori x

atunci x este patratul unui numar natural.

SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)

5p

5p
5p

1. Se considera functia f :(3,+0) >R, f(x)=In(x-3)-2In (X2 —9) .
1-
a) Arétati ca f'(x)= 3(2—);) , Xe(3,+0).
X —
b) Demonstrati ca functia f este bijectiva.

C) Arétati ca )I(i_rg((X—B) f (X)) =0.
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5p

5p

5p

2
2. Se considera functia f:(-2,2) >R, f(x)=x+ 2X .
X —
3
2 x? 5
a) Aratati ca f(x)- dx=—
) A '1[ (x) X2 —4 8
1
b) Ardtati ca [ (f(x)+ f(-x))dx=4(1-In3).

Na
c) Determinati a e (O\/§) , pentru care J. Jx=F(x)dx=+3-1.
a
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Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. ¢)

Matematica M_mate-info

Testul 10
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematicd-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematicd-informaticd
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
Sp | 1. Calculati modulul numarului complex z = (2 +3i )(2 -3i ) - (9 -3i ) .
5p | 2. Se considerd functiile f:R >R, f(x)=x-2si g:R—>R, g(x)=5x+20. Calculati (g /)(2).
5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 4573 = T
5p | 4. Calculati probabilitatea ca, alegdnd un numar din multimea numerelor naturale de trei cifre, acesta
sa aiba produsul cifrelor egal cu 8.
5p | 5. Se considerd paralelogramul ABCD cu AB=4, BC =6 si masura unghiului 4BC de 120°.
Determinati modulul vectorului W, unde punctul M este mijlocul segmentului BD .
. . . . . 2
5P | 6. Se considera triunghiul 4BC cu AB=12, AC=16 si BC =20. Aritati ci %=§, unde r este
raza cercului inscris in triunghiul ABC si R este raza cercului circumscris triunghiului 4BC .
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
a 1 -2 ax+y—-2z=2
1. Se considerd matricea A(a)=| 2 1 3 | si sistemul de ecuatii 2x+y+3z=1
2a-1 2 1 (2a-1)x+2y+z=a

Sp
Sp
Sp

Sp
Sp
Sp

unde a este numar real.
a) Ardtati ca det(4(4))=5.
b) Determinati numarul real a pentru care matricea A(a) nu este inversabila.

¢) Pentru a =3, determinati solutiile (X, .2y ) ale sistemului de ecuatii pentru care zé =Xy +Yo-

2. Pe multimea G = (1,+oo) se defineste legea de compozitie asociativd x * y =+ xlogs )
a) Arataticd 4+3=2.
b) Aratati ca e =9 este elementul neutru al legii de compozitie ,,*” .

¢) Determinati x € G, stiind ca este egal cu simetricul lui 1n raport cu legea de compozitie ,, * .

SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)

1. Se considera functia /R >R, f(x)= (x2 - 9)(x2 - 4) +3.

5p | a) Ardtatica f'(x)= 2x<2x2 —13) ,xeR.
. . sin(x-3 1

S5p | b) Aratati ca 11mM =—.

=3 f(x)-3 30
Sp | ¢) Determinati valorile reale ale lui m pentru care ecuatia f (x) =m are exact patru solutii reale .

2. Se considera functia f:R >R, f(x)=_2xarctgx.
2
X

5p | a) Aratati ca _[ de =3.

, arctg x
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NG
Sp | b) Determinati numarul real nenul a pentru care J. f (x)dx =Z_3.
0 a
1
5p | ¢) Demonstrati ca J. xf(x)dx=0.
-1
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Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. c)

Matematici M_mate-info

Testul 11

Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematicd-informaticai
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematicd-informatica
o Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.

e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

5p | 1. Ardtati cd %/(6—\@)3 +\/(1—\E)2 =5,

5p | 2. Se considera functiile f:R >R, f(x)=x-3 si g:R >R, g(x)=x*—-2mx—6, unde m este
numar real. Determinati numarul real m, stiind ca graficul functiei f intersecteaza axa Ox Tntr-un

punct in care si graficul functiei g intersecteaza axa OX .

5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia log, (X2 —4x +12) =log; 27.

5p | 4. Calculati probabilitatea ca, alegdind un numar din multimea numerelor naturale de doua cifre,
acesta sa aiba suma cifrelor divizibila cu 3.

5p | 5.1n reperul cartezian xOy se considerd punctele A(—4,0), B(-13) si C(Lm), unde m este

numar real. Determinati numarul real m pentru care triunghiul ABC este dreptunghicin B.

5p | 6. Aratati ca sin 2%: + COSBT” =1.

SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
1+a 1 1 (1+a)x+y+z=0

1. Se considerd matricea A(a,b,c)=| 1 1+b 1 | si sistemul de ecuatii <X+ (1+b)y+z=0,

1 1 1+c x+y+(1+c)z=0

unde a, b si ¢ sunt numere reale nenule.
5p | a) Ardtati ca det(A(-2,0,2))=-4.
P | b) Aritati 3, daca abc+ab+ac+bc =0, atunci matricea A(a,b,c) este inversabila.

5p | ¢) Demonstrati ca, daca sistemul de ecuatii admite si solutii diferite de solutia (0,0,0), atunci

numarul N = 1 + 1 + 1 este ntreg.

a b c
2. Pe multimea G :(0,2) se defineste legea de compozitie asociativd X* Yy - si se
Xy—X—-y+2
considerd functia f :(0,4+00)—(0,2), f(x)= il :
X+
5p | a) Aratati ca 1x1=1.
5p | b) Demonstrati cd f (X)* f (y) =f (Xy) , pentru orice X,y E(O,+OO).
5p | ¢) Determinati numérul natural n pentru care f 1 * f 2 * f 3 w,..0x f 2020 = ﬂ
2 3 4 2021) n+1
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
1. Se considera functia f :(0,+0) >R, f(x)=2xInx—x*+3.
f(x)—f(1
5P | a) Aritati ca lim M =0
x>l x-1
5P | b) Artati ca functia f este convexd pe (0,1).
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Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica-informaticd
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informaticd
Pagina 1 din 2



Ministerul Educatiei
Centrul National de Politici si Evaluare in Educatie

5p

5p

5p
5p

. 1 .
c) Demonstrati ¢ 2Inx < x—=, pentru orice x e (1,+wx).
X

1 .n
< s - X
2. Pentru fiecare numar natural nenul n Se considerd numarul |, = nj - dx.
ol+x
t 1
a) Aratati ci |, + j—dx =1.
o1+ X

b) Aratati ca I, =2—%.

) Demonstrati ca |, <In2, pentru orice numar natural nenul n.
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Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. ¢)

Matematica M_mate-info

Testul 12
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematicd-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informaticd
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
. . . . 4
S5p | 1. Calculati partea intreagd a numarului a = —.
V2
5p | 2. Se considerd functia f:R—>R, f (x):x2 +mx+1, unde m este numar real. Determinati
numerele reale m , stiind cd axa Ox este tangenta la graficul functiei f .
5p | 3. Rezolvati in mulfimea numerelor reale ecuatia \/(x—1)(x+2) =(x+2)vx—1.
Sp | 4. Determinati numarul natural n, n>2, stiind cd multimea {3,4,5,...,n + 2} are exact 55 de
submultimi cu 2 elemente.
5p | 5.1n reperul cartezian xOy se consideri dreptele d, si d,, de ecuatii 2x—y+1=0, respectiv
x+y+2=0. Determinati ecuatia dreptei d care este perpendiculard pe dreapta d, si trece prin
punctul de intersectie a dreptelor d; si d,.
.. .5t .o« 6
Sp | 6. Aritati cd sin— +sin— = £ .
12 12 2
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
2 —x 1
1. Se considerd matricea A(m,x)=|1 m 3 |,unde m si x sunt numere reale.
3 2 x
5p | a) Ardtati ci det(4(4,2))=0.
SP | b) Determinati rangul matricei A4(2,1).
5p | ©) Determinati perechile de numere naturale nenule si distincte (n,p) pentru care
det(A(3,n))=det(4(3,p)).
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativa si cu element neutru
X
x*y=?y—x—y+6.
5p | a) Aratati ca (—1)*3=3.
5p | b) Aratati ca x*(y+z—3)=(x*y)+(x*z)—3, pentru orice numere reale x, y si z.
5p | ©) Determinati numerele reale x, x#3 pentru care (x #(x+x'— 3)) + (x'* (2x- 3)) =42, unde x'
este simetricul lui x In raport cu legea de compozitie ,, * .
SUBIECTUL al I1I-lea (30 de puncte)
1. Se considera functia f:R —R, f(x)=vx*+2—ax,unde a este numar real.
S UPETI x
5p | @) Pentru ¢ =0, aritati ca f'(x)=——=—, xeR.
Vx? +2
Sp | b) Determinati numarul real a pentru care tangenta la graficul functiei f In punctul de abscisa
x =+/2, situat pe graficul functiei f , este paraleld cu axa Ox .
5p | ¢) Demonstrati cd, pentru orice numar real a , graficul functiei f admite asimptota spre +oo.
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2. Se consideri functia f:R >R, f(x)=x"arctgx.

13/ (x)
5p | a) Aritati ca [ dx=20.
1 arctg x

NE
5p | b) Aratati ci jde=5—”—£.
x 12 2

1
1
5p | ¢) Demonstrati ca lim I S (x)dx=0.

n—>+o0
0

Proba scrisa la matematica M _mate-info Testul 12
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica-informatica
Filiera vocationala, profilul militar, specializarea matematica-informatica

Pagina 2 din 2



Ministerul Educéei
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Examenul national de bacalaureat 2021
ProbaE. ¢)

Matematica M_mate-info

Varianta 2
Filierateoretica, profilul real, specializarea matematica-informatica
Filiera vocagionald, profilul militar, specializarea matematica-informatica
» Toate subiectele sunt obligatorii. Se acordi zece puncte din oficiu.
e Timpul delucru efectiv estedetrei ore.
SUBIECTUL | (30 de puncte)

5p | 1. Aratati ca (1+i)° - 2(1+i)+ 2= C, undei? =-1.

5p | 2. Se considerfungia f :R - R, f(x)=x2 +ax—5, undea este nurér real. Determing numarul
real a, stiind ca punctul M (1,2) apatine graficului fungei f .

5p | 3. Rezolvai in mukimea numerelor reale ec1;imlog4(x2 +1) = log, X+ log,(x+ .

5p | 4. Calculai probabilitatea ca, alegdnd un nimdin muktimea numerelor naturale de douifre,
acesta&fie divizibil cu 2 sicu 5.
5p | 5. 1n reperul cartezianxOy se considérpuncteleM (3,4), N(0,1) si P(3, 0). Determina ecuaia
drepteid care trece prin puncti® si este paralélcu dreaptaviN .

1

5p | 6. Se considertriunghiul ABC, dreptunghic irC . Aratati ca tgB =m.
g

SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)

at2 0 -a
si Al@)=| 0 2 0 | undea este nurir real.
3a 0 2-3&

o - O
~ O O

1
1. Se considermatricelel; =| 0
0

5p | a) Aratati ca det( A( Q) = &.
5p | b) Determina matriceaBO.4%(R), stiind ci aB = A(a) - 2l3, pentru orice nur real a.

5p | ©) Determinai numirul naturaln pentru caredet( A(n) CA(-n)) > 0.

2. Pe mufimea numerelor reale se defiteelegea de compa@ asociatii x [y :%(x+ y+|x— y|) .

5p | a) Aratati ca 2J0= 2.
5p | b) Demonstré ca, da@ a si b sunt numere reale astfel inaik b, atuncialb=b.

5p | ¢) Determingi numerele realex pentru care2x) D(x2 +1) O(-2x) = 1C.

SUBIECTUL al Il1-lea (30 de puncte)

1. Se considerfundia f :R - R, f(x)=x-vx*+3.

NN -

5p | a) Aratati ca f'(x)=L3x, xOR.

x? +3

5p | b) Determina ecuaia asimptotei orizontale spreo la graficul fungiei f .

5p | ¢) Determina multimea valorilor reale ale lua pentru care ectia f (x) =a are soltie.

2. Se considerfungia f :R - R, f(x) :% :
X“+x+3
2
5p | &) Aratafi ca _[(xz + x+3) f(x)dx=2.
0
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2 9 2x+1
5p | b) Aratati ca Ig(x)dleng, undeg:(0,+) - R, g(x)= [F (X).
X
1

5p | c) Se consider numerele realea si b, cu 0<a<b. Pentru fiecare nuin natural nenuln, se

n- +oo

b
conside# numirul 1, = [ " (x)dx. Demonstré ca lim I,=0.
a
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Examenul national de bacalaureat 2021

ProbaE. ¢)
Matematica M_mate-info

Varianta 4
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematicd-informaticdi
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informaticd
* Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
* Timpul de lucru efectiv este de trei ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
5p | 1. Calculati media aritmetica a numerelor reale a =2021— V2 si b=2021+42.
5p | 2. Se considera functia f:R - R, f (x) = x? =3x+1. Determinati numarul real m, stiind ca
punctul A(l,m) apartine graficului functiei f .
Sp | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia log; (\/; + 3) +log, (\/; - 3) =2.
5p | 4. Determinati numarul de elemente ale unei multimi, stiind cd aceasta are exact 16 submultimi.
S5p | 5. in reperul cartezian xOy se considera punctele M (3,0), N (8,3) si P(6,3) . Determinati
coordonatele punctului Q, stiind ca MN +MP = @ .
Sp | 6. Se considera triunghiul ascutitunghic ABC 1n care sin2A [¢os A =sin A. Aratati ca A= %T .
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
1 0 0
1. Se considera matricea A(a) = 0 a 0],unde a D(O, +00) .
I+log,a 0 1
5p | a) Aratati ca det(A(1))=1.
5p | b) Demonstrati cd, pentru orice a [l (O, +00) , matricea A(a) este inversabila.

Sp

Sp
Sp

5p

¢) Demonstrati cd, pentru orice a D(O, +°0), det(A(a) +(A(a))_l) =8, unde (A(a))_1 este inversa
matricei A(a) .
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie xoy=xy— m(x + y) + m(m + 1) ,

unde m [ (O, +00) .

a) Pentru m =1, aratati cd 202=2.
b) Demonstrati ca, dacd 201=5, atunci 205 =1.

¢) Determinati numarul real x, stiind ca (mx3) o (—mxz) =m , pentru orice m[] (0, +00) .

SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)

1. Se considera functia f : (O, +00) - R, f(x) =x*-2-4Inx.

2 +1)(x+1)(x-1)

4
a) Aratati ca f '(x) =

Sp , x0d (O, +00).
X
5p | b) Determinati intervalele de monotonie a functiei f .
5p | ©) Demonstrati ca ecuatia f (x) =0 are exact douad solutii distincte 1n intervalul (O, +00).
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2x

P

2. Se considera functia f:R - R, f (x) =1+

1
5p | a) Aritati ca £ (*+1) f(x)dx:%l.

5p | b) Se considerda F:R - R o primitiva a functiei f . Stiind ca graficul functiei F are asimptota
oblica spre +oo, determinati panta acestei asimptote.
5p | ¢) Se considera functia G:R - R, primitiva functiei f pentru care G(O) =0. Ardtati ca
1

1 m 1
IxG(x)dx =—+——-—In2.
0 3 8 4
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Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. c)

Matematica M_mate-info

Model
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematica-informaticd
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematicd-informatica
¢ Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.
SUBIECTUL | (30 de puncte)

5p | 1. Aratati ca numarul N =log, 6—2log, 3+ log, 24 este natural.
5p | 2. Se considera functia f :R—R, f (X) =X2—X+2. Aratati ca dreapta de ecuatie y=2 intersecteaza

graficul functiei f in doua puncte distincte.

9P | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia X2 —5=3x-1.

5p | 4. Determinati numarul de elemente ale unei multimi A, stiind cd multimea A are exact 15
submultimi cu doud elemente.

5p | 5. Se considera triunghiul ABC si punctele M, N si P mijloacele segmentelor BC, BM , respectiv

CM . Ardtati i AM+ AN + AP => (A8 + AC).

5p | 6. Determinati x € (0,7), stiind ca sin2x+2sin®x=0.

SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
1 1 1
1. Se considera matricea A(a,b,c)=| a b ¢ |,unde a, b si c sunt numere reale.
bc ac ab

5p | @) Aratati ca det(A(O,l, 2)) =2.

5p | b) Demonstrati ci det(A(a,b,c))=(b—a)(c—a)(c—b), pentru orice numere reale a, b si c.

5p | ¢) Demonstrati ca, daca m, n si p sunt numere naturale, cu m<n< p, astfel incat determinantul
matricei A(m,n, p) este numar prim, atunci numerele m, n si p sunt termeni consecutivi ai unei
progresii aritmetice.

2. In multimea Z3[ X ], se considera polinomul f =X*+aX®+2X +b, unde a,beZ;.

5p | a) Pentru a=1 si b=2, ardtati ci f(6)+ f(é):é

5p | b) Determinati perechile (a,b), cu a,beZ, pentru care polinomul f este divizibil cu X + 2.

5p | ¢) Aratati cd, pentru orice @, beZj, existd X,y €Zs, cu x# Yy, astfel incat f (x)=f(y).

SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)

xe*

1. Se considera functia f :R—>R, f(x)= .
e*+2

e (ex +2X+ 2)
(ex + 2)2

5p | b) Aratati ca dreapta de ecuatie y =X este asimptota oblica spre +oo la graficul functiei f .

5p | @) Aratati ca f'(x)= , XeR.

5p | ¢) Demonstrati ca functia f are un unic punct de extrem.
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2(x+3)

\/x2+4x+5 .

2. Se considerd functia f :R—>R, f(x)=

|
5p | a) Ardtati ca [ f (x)Vx? +4x+5dx=7.
0

1
5p | b) Aratati ca [(f°(x)-4)dx=4In2.
0
5p | ¢) Se considera numerele reale a si b, cu 0<a<b. Pentru fiecare numar natural nenul n, se

N—+o0

b
considerd numarul |, =I f"(x)dx. Demonstrati ca lim 1, =+0.
a
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Examenul national de bacalaureat 2021

Proba E. ¢)
Matematica M_mate-info
Simulare
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica-informatica
Filiera vocationala, profilul militar, specializarea matematicd-informatica
. Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
. Timpul de lucru efectiv este de trei ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
Sp | 1. Se considerd progresia geometrica (b, )n21 cu by =2 si by =4 . Determinati by .
5p | 2. Se considera functia f:R—>R, f (x) —x?—2x+m, unde m este numir real. Determinati
numarul real m pentru care varful parabolei asociate functiei f este situat pe dreapta y =3x .
5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 4 — 21 —3=0.
5p | 4. Determinati numarul de numere naturale de trei cifre care au exact doua cifre egale.
Sp | 5. Segmentele AB si A'B' au acelasi mijloc. Demonstrati ca AB'+BA'=0.
5p | 6. Demonstrati cd, in orice triunghi ABC, are loc relatia AB+ AC + BC =2R (sin A+sinB+sinC ) ,
unde R este raza cercului circumscris triunghiului.
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
ax+(a+1)y+(a+2)z=a a a+l a+2
1. Se considera sistemul de ecuatii { bx+(b+1)y+(b+2)z=0b si matricea X (a,b)=|b b+1 b+2],
y+z=1 0 1 1

unde a si b sunt numere reale.

5p | a) Arditati ci det(X (0,1))=1.
5p | b) Demonstrati ca, pentru orice numere reale distincte a si b, sistemul de ecuatii are solutie unica.
Sp | ¢) Demonstrati ca, dacd (xy,y,2,) este solutie a sistemului de ecuatii, atunci yg —zg —2axy =3,

pentru orice numar real a .

2. Pe multimea M =(2,+o0) se defineste legea de compozitie asociativa x* y =(x — 1)1°g3(y 1.
5p | a) Aratatica 5*%10=17.
5p | b) Determinati elementul neutru al legii de compozitie ,, *”.
5p | ¢) Determinati x € M pentru care x*x*x=x%Xx.

SUBIECTUL al I1I-lea (30 de puncte)
1. Se considera functia f:R—R, f(x)=ve* +x*+2.
2x 3
. e +2x
Sp | a) Ardtati ca f'(x)=—————, xeR.
e +xt 42

5p | b) Demonstrati ca tangenta la graficul functiei f in punctul de abscisd x =0, situat pe graficul

functiei f , este paralela cu dreapta de ecuatie x — NE) y=0.
5p | ¢) Demonstrati ca functia f are un unic punct de extrem.

. . 1 1 1
2. Se considerd functia /R >R, f(x) :—( — j .
2\x"+1 x“+3
; 1 V4
5p | a) Aratati ca [2f x)+ jdx:—.
P '([ (x) X2 +3 4
5p | b) Demonstrati ca orice primitivd F a functiei f este strict crescatoare.
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b
5p | ¢) Aritati ci, pentru orice numere reale a si b,cu a<b, I f(x)F?(x)dx >0, pentru orice primitiva

a

F afunctiei f .
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Matematica M_mate-info

Varianta 7
Filierateoretica, profilul real, specializarea matematica-informatica
Filiera vocagionald, profilul militar, specializarea matematica-informatica
» Toate subiectele sunt abligatorii. Se acordi zece puncte din oficiu.
» Timpul delucru efectiv estedetrei ore.
SUBIECTUL | (30 de puncte)

5p
5p

5p
Sp

Sp

5p

1. Calculai modulul nunarului complexz=(2+3)(2-3)-(9- 3).
2. Se considerfungiile f:R - R, f(x)=x-2si g:R - R, g(x)=5x+20. Calculai (go f)(2).

. , . 5_1

3. Rezolvai in mukimea numerelor reale eqim4” 5 :E'

4. Calculai probabilitatea ca, alegadnd un mimdin mukimea numerelor naturale de trei cifre, acesta
sd aika produsul cifrelor egal c8.

5. Se consider paralelogramulABCD cu AB=4, BC =6 si masura unghiuluiABC de 120°.
Determina modulul vectoruluiAM , unde punctuM este mijlocul segmentulu8D .

6. Se considertriunghiul ABC cu AB=12, AC =16 si BC=20. Aratati ca LR:E under este

raza cercului inscris in triunghidBC si R este raza cercului circumscris triunghiuldBC .

SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
a 1 -2 ax+y-—-2z=2

1. Se considér matricea A(a)=| 2 1 3| si sistemul de ecui 2x+y+3z=1

2a-1 2 1 (2a-1)x+2y+z=a

Sp
Sp
5p

5p
5p
Sp

undea este nurir real.
a) Aratagi ca det(A( 4) = &.
b) Determina numirul real a pentru care matrice&(a) nu este inversabil

c) Pentrua =3, determina soluiile (xy,Yy,2,) ale sistemului de ectigpentru carezs = X + Yo.

2. Pe mulimea G =(1,+») se defingte legea de compai# asociatii x [y =+/x°%Y .

a) Aratati ca 4003= 2.

b) Aratati ca e=9 este elementul neutru al legii de compiezj ] .

c) Determina xOG, stiind ca este egal cu simetricul lui in raport cu lege@ad@poziie , [".

SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)

5p
5p

Sp

Sp

1. Se considerfungia f :R - R, f(X) :(x2 —9)(x2 —4)+ 3.

a) Aratati ca f'(x) = 2x(2x2 - 1$ , xOR..
sin(x-3
b) Aratati ca lim M -1 .
x-3 f (x) -3 30
c) Determina valorile reale ale lum pentru care ectia f (x) =m are exact patru saiureale .
2. Se considérfungia f :R - R, f(x)=2xarcto.
2

a) Aratati ca .[de =3.
L arctgx
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NE
5p | b) Determina numiarul real nenula pentru carej f (x)dxzz—\/:_%.
° a
1
5p | ¢) Demonstré ca jxf (x)dx=0.
-1
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