MINISTERUL EDUCATIEI SI

INSPECTORATUL SCOLAR £
CERCETARII

JUDETEAN GALATI

Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locala, Galati - 7 februarie 2026
ClasaaV -a

Barem de notare si evaluare

e Pentru orice solutie corectd, chiar daca este diferitd de cea din barem, se acorda
punctajul maxim corespunzator.

e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari
partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Nr. Solutie, rezolvare Punc-
problemei taj

a) Completam sirul cu numerele naturale 7,8,9,10,17,18,19,20...., 2027,2028,2029,2030 2p

L. De la 1 1a 2030 sunt 2030 de numere naturale 2p
2030:10 = 203 grupe de 10 numere din care 6 sunt din sir si 4 sunt adaugate 2p
203 - 6 = 1218 termeni in sir 2p
b) 1+24+3+4+5+6+11+12+13+14+15+16+...+2021+2022+2023+2024+2025+2026 = 2p
=(1+2+3+4+5+6) +(11+12+13+14+15+16) + ...+(2021+2022+2023+2024+2025+2026)=
=21 + (1+10+2+10+3+10+4+10+5+10+6+10)+... 2p

+(1+2020+2+2020+3+2020+4+2020+5+2020+6-+2020) =
=214 (21460) H21+120) +..+ (21 + 2020) = 21 + ( 21+1- 60) + (21 +2- 60) + ..+(21 +202- | 2p

60)
=21-203+60-(1+2+3+--+202)= 2p
=21-203 + 60 - 222 = 2p
=203- (21 +60-101) = 1234443 3p
Notam cu x diferenta de varsta dintre mama si bdiat, [ — varsta lui lonel si M- varsta mamei. 1p
2. a#0
M=I1+x = a2=2a+x = 10a+2= 20+ a +x (D 3p
2b siM=22b >M-1=x= x=2b = x=20+b (2) 3p
Din (1) si (2) = b=9a-38 S5p
Observamcda =5 3p
Pentrua=5=b=7 = 1=25ani = M =52 ani 3p

Pentrua=6 = b =154 - 38 = b = 16 (nu ne convine, b este cifra) 3p
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a) Ultima cifra a unui patrat perfect poate fi 0,1,4,5,6 sau 9. 2p
Daca n=0, atunci N =1+7 =8 nu este patrat perfect. Ip
Fie n>1
Daca neste par (n =2k, k numdr natural nenul), atunci u (92k ) =lsiu (74"+l ) =7, 3p
deci u(N)=8.
Daci n este impar (7 =2k +1, k numir natural), atunci u (92"”) =9 siu (7‘””3) =3, |3p
deci u(N)=2.
- 1
In concluzie, N nu pot fi patrat perfect, pentru orice valoare a numarului natural 7 . P
615 3)410 2\H10 4820 4p
b) 4 =(2) <(3*) =3
4p
5804 _ (52 )402 < (33 )402 _ 31206
3p
Prin inmultire, se obtine b =4°" -5 <3**° =g
a) 2651=16-(a’ +a)+(a’ +a-1) (@’ +a—1=restul maxim) 4p
2652=17-(a’ +a)=a’ +a=156
a.(a+l)=12-13,deunde a=12. 4p
b) S:(41-O+4)+(4l-l+4)+(41-11+4)+...+[41-111...1+4] 4p
2026 cifre
S=41-(0+1+11+...+111...1J+4-2027 3p
%,_/
2026 cifre
S=41-<O+1+11+---+ 111...1>+(41-197+31) 2p
2026 cifre
S=41- <0+1+11+---+111...1>+197 + 31 2p
2026 cifre
2p

= restul impartirii lui S la 41 este 31.
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Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locala, Galati - 7 februarie 2026
Clasa a VI-a

Barem de notare si evaluare

e Pentru orice solutie corectd, chiar daca este diferitd de cea din barem, se acorda

punctajul maxim corespunzator.

e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari

partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Nr. Solutie, rezolvare Punctaj
problemei
_ A1, 74,107, 103-100 1
1. a) a= 1- t 7 t 7-10 + 100-103 P
11 1 1 1 1 1 1 1 1 102 2p
a=-——-4-——cto——+ t————— = ———

1 4 4 7 7 10 100 103 1 103 103 .
. 1 ( 5 N 5 . 5 ) p
stttz 102 - 107 1
b_1 (7_2+12_7+17_12+ +107—102> p

5 \2-7  7-12  12-17 102 - 107
b_1(1 1+1 1+1 1+ 1 1) Ip
5 \2 7 7 12 12 17 *102 " 107
. 1 (1 1 ) 1 (107 2 ) 1 105 21 2p
~5\2° 107/ 5 \214 214) 5 214 214
103-a+214b _ 102421 _ 123 _ 41 2p
103-a—214-b ~ 102-21 81 ~ 27
valoarea raportului este egald cu 1, (518) Ip
T TR ST TR SRR N R 2p
b) 2026 - ( + b+3 + c+4 + d+5 + e+6 + f+7) 2025
1 4 1 4 1 4 1 4 1 N 1 _ 2025 Ip
a+2 b+3 c+4 d+5 e+6 f+7 2026
a+2—-1 b+3—-1 c+4—-1 d+5-1 e+6-1 f+7-1 5
= + + + + p
a+?2 b+3 c+4 d+5 e+6 f+7
S=1 +1 ! +1 ! +1 1 +1 ! +1-— !
T a+2 b+3 c+4 d+5 e+6 F+7 Ip
Sh—— gy g 2p
a+2 b+3 c+4 d+5 e+6 f+7
. 2025 Ceos—¢ 2025 541 2025 - 1 10131
2026 2026 2026 T 2026 2026 ° 2p
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n:25=xrestry >n=25x+nr ,rn <25 2p
n:45=yrestr, - n=45-y+nr, ,r, <45 2p
n:8l=zrestry; >n=81-z+nr; ,r3 <81 2p
<25 > 1 <24;1,<45 > 1, <44;1r; <81 - r; <80 2p
Adunand cele 3 inegalitati obtinem 7 + 1, + 3 < 148 , dar Ip
rmtr,+r; =148 51, =24 ,r,=44,13,=80.—> Ip
n=25x4+24-n+1=25-(x+1)
n=45-y+44-n+1=45-(y+1); »>n+1=[25;45;81]-k,k €N 4p
n=81-z+80-n+1=81-(z+1)
[25;45;81] = 5%-3%* =2025 > n+1=2025"k, keN 3P
n+ 2026 =n+ 142025 =2025-k+ 2025 =2025-(k+1):2025 4p
a) Notam d = (a; b) si m= [a; b]— d - 0,2 =m-0,0(1)—>§=%—>m=18-d 2p
d =(@b)»a=d-x,b=d-y,(x;y)=1 Ip
a-b=(a; b) [a;b]>dx-dy=d m-x-d-y=18-d > x-y =18 2p
Cuima<b-dx<d y-x<y
Din x-y =18,(x; y) =1, x <y rezultd urmatoarele cazuri : 2p
Cazull: x=1,y=18—>a=d,b=18-d,dar5<a<b <90 -
5<d<18:d <90—->5<d,d < 5nuconvine 1p
Cazulll: x=2,y=9->a=2:d,b=9-d,dar5<a<bhb<90 -
5<2:d<9-d <90-3<d<9-de{345,6,7,8,9} 2p
Solutiile sunt
ozl Zse s 6os B2es (G276 2ar tp
b) abc = (98 a + 7b) + (2a + 3b +¢) si cha = (98 ¢ + 7b) + (2¢ + 3b + a) 4p
7/abc - 7/(2a+3b +¢), 7/cba - 7/(2¢c + 3b + a) 2p
- 7/@Ba+ 6b+ 3c) 2p

Dar7/(7a+7b + 7c) =» 7/(4a + b + 4c¢)
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a) XAO0C =90°; «¥BOD = 90° Ip
Notam: <xA0B = 2a si <COD = 2b
ZAOB + <«COD + <AO0C + «BOD = 360° - ¥A0B + «COD = 180° p
-a+b=90°
OM — bisectoarea unghiului <A0B: <AOM = <MOB = <A203 =a 2p
ON - bisectoarea unghiului <COD : «XCON = «NOD = 29— p 2p
IMON = <MOA + <AOC + <CON =a+90°+ b =180° - 2p
AIMON - alungit — punctele M, O, N sunt coliniare 2p
b) OP — bisectoarea unghiului <BOC : «<BOP = «POC = {BZOC =x 2p
2p
INOP = INOC + <COP =b +x
2p
4BOP = 4<POA + ¥AOB = <POA+2a =x
4POA = <COA — <xCOP =90° —x > x =90° —x + 2a —» 2x = 90° + 2a
2p
- x=45"+a
- INOP=b+x=b+45 +a=90°+45" = 135° 2p
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Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locala, Galati - 7 februarie 2026

Clasa a VII-a

Barem de notare si evaluare

e Pentru orice solutie corectd, chiar daca este diferitd de cea din barem, se acorda

punctajul maxim corespunzator.

e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari

partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Nr. Solutie, rezolvare Punctaj
problemei
. (V2027 — v2026)" = (V2027 + v2026)""" |+ (V2027 — v2026)" " 6p
' (V2027 — v2026) """ = 1 5p
(V2027 — v2026) """ = (V2027 — v2026)’ .
P
x = —2025
Sp
42026 —-3- 42025 — 4_2025
2. 42025 __ 3. 42024 _ 42024
....... S5p
4-3-4 —3=]
VO+4/5= 221 |Z1=y5+2 3p
a=v1—+5-2 1p
——1—5. 1p
b= 3 _ 10 3p
 10v3 (8v2-5V5) (8vV2+55) 5
-3 p
V3 (64-2-255 )
Ip

p=23
3

Cum a< 0 s1b> 0, rezultd ca a<b.

Sp
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In triunghiurile dreptunghice MN’H si MP’H avem N’T si P’T mediane . 3p
N’T=P"T=~ MH.
In triunghiurile dreptunghice NN’P si PP’N avem N’M’ si P’M’ mediane. 3p
N'M’=P’M’ =~ NP.
3
Cum M’N’TP’este romb avem MH=NP. P
Triunghiurile dreptunghice MN’H si NN’P sunt congruente (MH=NP si 5p
<HMN’ = <N’NP)
HN’= N’P = A HN’P este triunghi dreptunghic isoscel cu 4HPN’ =45° Sp
Cum A MP’P este triunghi dreptunghic cu < MP’P=90° si «P’PM=45° = 2p
INMP=45".
Notam cu P mijlocul lui NB si cu O central patratului. 6p
ON L AB,MP L AB,CB 1 AB sideci ON||MP||BC de aici rezulta imediat
AM=3MC.
Avem AAMD = AAMB cazul L.U.L. si deci 4AMD = ZAMB si 5
4ADM = 4ABM = 4BNM P
ADMN = ADMA + 4AMN = 2 - 4AMB — ANMB 5p
Dar ANMB = 2-4PMB = 2-4MBC
Deci ADMN = 2-(180° — 45" — 4ABM) — 2 - AMBC = 5p

=270"—2-(4ABM + AMBC) = 90’".

Altd metoda - reciproca teoremei lui Pitagora.
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Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locala, Galati - 7 februarie 2026
Clasa a VIII-a

Barem de notare si evaluare

e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul maxim
corespunzator.

e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in
limitele punctajului indicat in barem.

Nr. Solutie, rezolvare Punctaj
problemei
1. a) ([ xe€(—-2,6)>-2<x<6
y€(-53)=-5<y<3
(+)
-7<x+y<9 /-9 1p
—-l6<x+y—-9<0> 1p
> x+y—-9=—-x—-y+9 1p
O<x+y+7<16=>|x+y+7|=x+y+7 3p
Deciin=|x+y—-9|+|x+y+7| 1p
n=-x—y+9+x+y+7 2p
n = 16 = 4% = n este pitrat perfect 1p
b) i+i+i+...+—1 =
12 ' 23 34 20242025
1 4 4 p
=i_i+i__+___+ Lp_2025 2024 2p
12 12 23 23 34 20242025 20242025
1 2p
R R e R T
2024 2025
_q__L _zo0 Ip
- 2025 2025
. (2024 | (2024\% _ 4049
\/x +2 " 2025 2025 T (2025) ~ 2025
2
’(,H_%) _ 4049 2p
2025 2025
2024 _ 4049 2025 2p
X+—=——=x=—-=>x=1€EN.
2025 2025 2025
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a) | I inainte de indoire
A Fie AQ 1L BC; notam BQ = x
T.P.
s AABQ = AQ? = AB? — x?
13 T.P.
AACQ = AQ? = AC? — (28 — x)?
M p_l14 N =x =10
T.P.
s A4BQ = AQ? = 262 — 102 2p
13 AQ = 24
AQ N MN = {P}
B X 0 28-x ¢ AP L MN
AP =PQ =>-AQ =12 2p
II dupa indoire
A Fie AP L MN; AP C (AMN)
(AMN) L (MNCB) =
(AMN) n (MNCB) = MN
13 AP 1 (MNCB) oL
" PQ 1 BC ]:AQJ_BC 2p
M—% PQ,BC c (MNCB)
& d(4,BC) = AQ 2p
13 12 T.P.
AAPQ = AQ? = AP? + PQ?
AQ = 12v2
B Q o A v2 2p
AraBC(inainte) _ 336 2 2N2 _
ApaBc(aups)  168V2 V2 2 V2 4p
a) | (abc = xy? + uv?
cha =yx? +vu?,a < c
100a + 10b + ¢ = (10x + y)? + (10u + v)?
{ tp
100c + 10b + a = (10y + x)? + (10v + u)?
)
101a + 20b + 101c = 100x? + 20xy + y? + 100u? + 20uv + v? +
+100y? + 20xy + x% + 100v? + 20uv + u? 1p
101(a +¢) + 20b = 101(x? + y?) + 40xy + 101(u? + v?) + 40uv Ip
101(a + ¢ — x? —y?2 —u? —v2) = 20(2xy + 2uv — b) Ip
101/ (2xy + 2uv —b
(101, 20) = 1 = 01/ (2xy +2uv = b) 1p

20/(a+c—x%—y?—u?—v?
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a+c<18
x2>Ly?>Lut>1vi>1
a,b,c,x.y,u,v— cifrenenule 1p
Sat+c—x2—y?—ut—vie M, <20
Sa+c—x*—y>—u?-v?<0 Ip
=>2xy+2uv—->b<0
2xy+2uv—b=22-1-14+2-1-1-9=2xy+2uv—>b = -5,
Sicum101/ 2xy + 2uv —b) = 2xy+2uv—-b =0 < 1p
b =2xy + 2uv
{a+c=x2+yz+uz+v2
() lp
Sa+b+c=x%+2xy+y?+u?+2uv+v? 1p
Sa+b+c=(x+y)?+ (u+v)?
b) {ﬁ=W2+W2
cha =yx* +vu?,a<c
_ )
= cha — abc = yx% — xy? + vu’—uv>
& 100c + 10b + a — 100a — 10b — ¢ = (% — 7)) (7% + T7) + 1p
+(vu — uv) (vu + uv)
=99(c—a) =10y +x—10x —y)(10y + x + 10x + y) + (10v + u — 1
—10u —v)(10v +u + 10u + v) P
=99(c—a)=09y -9x)(11x + 11y) + (v — 9u)(11u + 11v)
=299 (c—-a)=9@y - x)y+x)+99@vY -ww+u) 1
:c—a=y2—x2+v2—u2} . P
Din subpunctula) = ¢ +a = x%2 + y? + u? + v? ) 1p
)
2c = 2y% 4+ 2v?% /:2 1p
c=y?+v?
Scadem cele doua relatii (*) = 2a = 2x? + 2u? /: 2 1p
a=x%+u?
Iar, din subpunctul a) = b = 2xy + 2uv 1p
b=2xy+uv) <9 1p
=>xy+uv <4
a<ca>x?+ul<y?+v? 1p
. x=u=1 x=1=u
x,y,u, v=cifre nenule = {y = 1p=25U {y —2p=1
Sa=12412=2 ¢=12+422=5b=2(1-1+1-2)=6
= abc = 265 1p
. x=u=1
x,y,u,v:01frenenule:>{yzv:2
Sa=12412=2 ¢=22422=8 b=2(1-2+1-2)=8 1p

= abc = 288
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a) | ConstruimB'D || C'B,D € BC 2p
AB' L BC' = AB' 1 B'D = <AB'D =90°
BDB'C'- paralelogram = B'D = BC(’,dar BC' = AB' = B'D = AB’ 2p
= AAB'D isoscel si BD =B'C' =a=BD =AB =a
= AABD isoscel
Cum <ABD = 120° = «BAD = 30° = <CAD = 90° 2p
= ACAD dreptunghicg AD = a3 p
AAB'D isoscels AB' = 2L°
2
AABB': TP = BB' = %5 2p
b) | (BMC") n (ABC) = BM 2p
BM — mediana in AABC echilateral=> BM 1 AC 1p
Dar BML (CC'M) = BM 1L C'M 2p
ACNC'M = {M}
AC c (ABC),C'M c (BMC")
= «((BMC"),(ABC)) = «C'MC
;@ 3p
tg(2C'MC) =<2 = 2 =2 3p

cCM

N
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Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locala, Galati - 7 februarie 2026
Clasa a IX-a
Barem de notare si evaluare

e Pentru orice solutie corectd, chiar daca este diferitd de cea din barem, se acorda

punctajul maxim corespunzator.

e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari

partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Nr. Solutie, rezolvare Punc
problema taj
a) Notim [x] = a € Z,{x} = a € [0, 1) partea fractionara a lui x. 1p
L Analizam cazurile a € [O, %) sia € E, 1).
Dacd a € [O, %) , atunci [x + %] = a si obtinem [x] + [x + %] =a+a=2a=[2x]. 4p
Daca a € E, 1), atunci [x + %] = a + 1 si obtinem 2p
[x]+[x+%] =a+a+1=2a+1=[2x] pentruca2a +1<2x < 2a+2. 3p
b) Ecuatia poate fi scrisa sub forma
2x—3 2x—3 1 2x—3 21 3x+1 1p
2 ] P
6 6 3 3 5
Aplicand identitatea lui Hermite pentru n=3 obtinem
[Zx—3+[2x—3+1]+[2x—3+2]_[3 2x—3] 3p
6 6 3 6 3l 6
Ecuatia devine [x—% =3x+1$k5x—§<k+1 ip
- P
Notém%=k€2:x=%
. - - 3
Obtinemk <X Jcpt10d<cEl _p S0k 1<B0lck <l P
; 3 2 2 3 22 2 4 4
CumkeZ=>ke{34}>x€ {%,%} solutiile ecuatiei. 2p
1 1
= = -_= . — 2
5 a) Pentrun=1,s; =a+ 2 1013 ++1012- 1014 + T e PRI p
Dar(1013 +v1012-1014)(1013 — ¥V1012 - 1014) = 1013% — (1013 — 1)(1013+ 1) =1 | 2P
Decis; = 1013 ++1012-1014 + 1013 —v/1012- 1014 = 2026 € N. 2p
Presupunem ca s, € N,k € {1,2,...,n}.
. _ 1 _ 1 _ 1 1 4
Din s, —a"+FEN,51 —a+;—2026€N:sn-51 = (a”+;)(a+z)EN P
Deci 20265, = ™ + "+ — S+ —= =50 + S EN 4p
Cum s,_1 € N = s, € Nsi finalizare 1p
b) Din a), S,,41 = 2026, — S;,_1, 2p
s; = 2026 : 2026, 1p

Daca syp_1 i 2026, atunci Spi4q = 202685y — Sy—1, k € N'si finalizare
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a) Daci Py, P,, P5, P,sunt mijloacele segmentelor DH,, AH,, BH3, CH,4, atunci

OF; = 04 + 0B + OC. deci 0P, = OD+20H1 _ 0D+0A;LOB+OC 4p
g — — —_— —_— OA+OH- OA+0OB+0C+0D 4
Din OH, = OB + 0C + 0D = 0P, = 222 = 22200812 o p, = p, P
OH; =0C+ 0D + 0A,0H, =0D + 0A+ 0B = 0P; = 0P, = > P
Finalizare: P; = P, = P; = P, = P, mijloc comun. 1p
b) Din a), 0P = 24+¥98+0C+0D 1., 00 = OM;"”, Q mijlocul lui MN 4p
O = OA;-OCJO—]\I’ _ OB+0D, deci0Q = 0A+OBIOC+0D _ %0—15 4p
Finalizare: punctele O, P, Q sunt coliniare 1p
Metoda 1.
Aplicand inegalitatea lui Titu Andreescu obtinem
a b c
+ +
2a+b+c 2b+c+a 2c+a+b
a? b? c?
=52 t52 T2 3
2a>+a-b+a-c 2b*+b-c+b-a 2c?+c-a+c-b p
- (a+b+c)?
“2(a?+b*+c?)+2(ab+b-c+a-c) 6p
Demonstram ca
(a+b+c)? 2
>—-e3(a+b+c)
2(@2+b2+c*)+2(a-b+b-c+a-c)” 3 ( ) 3p
>4(a®?+b*+c?+ab+b-ct+a-c)e
2(a-b+b-c+a-c)>a*+b%+c?, 4p
inegalitate pe care o vom demonstra folosind inegalitatile din triunghi 3p
b+c>a=a-b+a-c>a?
a+c>b =>a-b+b-c>b?
a+b>c=>a-c+b-c>c? 2p
Prin insumarea ultimelor 3 inegalitati obtinem ceea ce ramasese de demonstrat.
Metoda 2
Folosind inegalitatea C-B-S obtinem
[aRa+b+c)+b2b+c+a)+c(2c+a+b)]
( @« b ¢ ) > (a+ b+ c)? op
2a+b+c 2b+c+a 2c+a+b) =" ¢
Pentru a obtine inegalitatea ceruti este suficient si demonstram
2
(a+b+c)? >§-[a(2a+b+c)+b(2b+c+a)+c(2c+a+b)] 3p
©2(a-b+b-c+c-a)>a*+b%+c?, 4p
inegalitate pe care o vom demonstra folosind inegalitdtile din triunghi
b+c>a =>a-b+a-c>a? 3p
a+c>b >a-b+b-c>b?
a+b>c=>a-c+bc>c?
Prin ITnsumarea ultimelor 3 inegalitdti obtinem ceea ce ramasese de demonstrat. 2p
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Barem de notare si evaluare

e Pentru orice solutie corectd, chiar daca este diferitd de cea din barem, se acorda

punctajul maxim corespunzator.

e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari

partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Nr. Solutie, rezolvare Punctaj
problemei
. __log, 24 _ log, 192 1
L a) Fied = ez 10002 P
A=10g,(2%-3)-1log,(2°-3) —log,(2°-3) - log,(2%-3) = 4p
A=0B+a)(5+a)—(6+a)2+a)=>A=3€Z undea = log, 3 6p
1 1 _
b) lo’gab €= logcab - logca+logcb B Sp
_ 1 _ logaclogpc S5p
loglac loglbc logg c+logp c
iF - YRR ! 2 2 _ 1 |5p
2. ) 2Wntl-2vn=2(" ) = 2 e s e < m
Vn—1 Vn—n 2 2 -1 5
2 - 2n=1=2("5 ) A e T P
b) Fie N=1 +\/_+\/_+ +m
Aplicdm dubla inegalitate de la punctul a) pentru n > 2:
2V3-2V2 < 5<2VZ - 21 2p
2Va - 23 < =< 2V3 - 22
2v/2026 — 242025 < — J_ < 22025 — 242024
()
— 2
212026 — 2V/2 < \F+W+ +W <2v2025-2V1 /+1 P
212026 — 2v2+1 < N < 2v/2025 — 1 = 89 1p

Demonstram ci 2v/2026 — 2v/2 + 1 > 88
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2V2026 — 22 > 87
242026 > 87 + 2v2
42026 > 87% +8+ 44287
8104 — 7569 — 8 > 3482
527 > 3482

277729 > 242208 = N € (88; 89) Ip
= [N] =$8. 2
2)2026 =3-675+ 1>z =1+ 5 (1+&)5 - 255(1 +¢) & 5p
1 \/§ T . . T
z=257%(1+¢) =”2675 (E + 17) = 2675. (cos +isin3) 5p
|z| = 267, arg z = 3 2p
b) Inlocuind x cu wx si w?x obtinem:
FG)+ fwx) = x -
fwx) + f(w?x) = wx
f(w?x) + f(w3x) = w?x
Din ultimele 2 relatii obtinem: f(wx) — f(w3x) = wx — w?x,cum w3 =1= | 3p
l-w+o’ 3
f(x)——z x=f(x) =—wx 3p
a) a) fiflx)) =flx — 4[x] H[2x]) = 2p
= x — 4[x] +[2x] — 4[x — 4[x] +[2x]] + [2x — 8[x] + 2[2x]] 3p
si, folosind proprietatea [x+a]=[x]+ta,a €Z, 1p
rezultd cd fAx)) = x — 4[x] +[2x] — 4([ x] — 4[x] +[2x]) + [2x] — 8[x] + 2[2x] | 3p
=x,
deci (f o f)(x) =x, Vx €ER. 1p
b) f(x+2a)=f(x+a+a)=%+\/f(x+a)—f2(x+a)= 2p
Lt R @ - (2 T @)
2 42 2 3p
1 1 1
=§+J§+ FE - -7~ VF@ - 20— [ + 2@ |3
= % + %— fx)+ f?(x) = % + E — f(x)| = f(x) = f este functie periodica. | 3P
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Barem de notare si evaluare

punctajul maxim corespunzator.

partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

e Pentru orice solutie corectd, chiar daca este diferitd de cea din barem, se acorda

e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari

Nr.
problemei

Solutie, rezolvare

Punctaj

1.

Demonstram ca sirurile (xX,)ps1 $i (¥n)ns=1 Sunt convergente si au limita egala cu 1.

Deoarece x > 0 rezulta ca exista un numar real € cu proprietatea 0 < € < x.
Avand in vedere ca lim x;; = x si considerand V = (x — &; x + ¢) deducem ca

n—oo

existd un numar natural n, cu proprietatea ca pentru orice n = n, avem ca
xpEV=x—¢gx+¢)Deci,x—e<xp<x+eeox—e<xP<x+ e

pentru orice n = ny. Obtinem cd Vx — € < x,, < Vx + €, pentru orice n > n,,.

Folosind criteriul clestelui si ultimele inegalitéti, deducem ca lim x, = 1.

n—oo

Analog, demonstram ca lim y, = 1.
n—oo

Din ipoteza avem ca lim x;; = x, dar lim x; e o limita de tipul 1*.

n—oo n—oo

Aplicand metoda de rezolvare a acestui tip de limitd obtinem
1 an(xp—1)
lim x;; = lim [(1 + (x, — 1))"71‘1] =e
n—oo n—oo
Deci, lim x}} = el b= x, de unde rezulti ca limn- (x, — 1) = Inx.
n—oo

n—oo

Analog, limn-(y,—1) =Iny.
n—oo

lim n-(xp—1)
n—oo .

Prin urmare, lim (a"x, +b-y,)" =[(a-1+b-1)*® =1%]=
n—oo
erlleréon-(a-xn+b-yn—1) —_ enlllrgon-(a-xn+b-yn—a—b) _ eJeréoa-n-(xn—l)+b-n-(yn—1) _

. . a b '
= eaInx+biny — (pInx)". (Iny)" = xa . yb ceea ce trebuia demonstrat.

7 puncte

2 puncte

6 puncte

6 puncte
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a)
Metoda 1
1 3 5 1 0 0 0 3 5 0 3 5
A={0 1 7|={0 1 0]+|0 0 7|=I3+B,undeB=|0 0 7).
0 0 1 0 0 1 0 0 O 0 0 O
0 0 21
Calculand obtinem B> = ({0 0 0 | si B* = 03, pentru orice k > 3.
0 0 O

Deoarece matricele I3 si B comuta intre ele, adica I3 - B = B - I3 = B, putem aplica
formula binomului lui Newton:

A"=(I3+B)" =13+ CL-B+C2-B*+C3 B3+ Ch-B*+ . =
=I3+n'3+%_1)-32+C€-03+Cf{'03+'“.=

100 03 5\ Lo (00 2
={0 1 o)+n-l0 0 7)+=—-(0 0 0
00 1 0 0 0 00 0

211
1 3- 21n . 11n
Deci, A" = 1 7.n | pentruoricen € N".
0 0 1
Metoda a Il-a.
1 6 31 1 9 78 1 12 146
Calculand obtinem A2 ={0 1 14|, A3=(0 1 21),4*=(0 1 28 |, ..
0 0 1 0 0 1 0 O 1
1 3:n b,
Observamca A" =(0 1  7-n |, unde (b,)ps1 este un sir de numere naturale.
0 o0 1

Demonstram prin inductie matematica urmatoarea propozitie:

1 3:n b,
P(n): “ exista b, € N* astfel incat A™ = (0 1 7-n]”
0 0 1
Evident, P(1), P(2), P(3) si P(4) sunt adevarate si by = 5,b, = 31,b; = 78, b, = 146.

Presupunem ca P(n) este adevarata pentru n € N* si demonstram ca P(n + 1) este
adevarata.

1 3-(n+1) bpi1
P(n+ 1): “existd b, € N* astfel incat A = | 0 1 7-(n+1)]".

0 0 1
1 3-n b, 1 3 5
Deci, A"t =A"-A=|0 1 7-nl]-(0 1 7]|=
0 0 1 0 0 1
1 3-n+3 5+21-n+b,
=10 1 7-n+7 =
0 0 1

2 puncte

2 puncte

2 puncte

4 puncte

3 puncte

1 punct

2 puncte

3 puncte
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0 1 7-(n+1)

0 0 1
Consideram b, ; = 5+ 21 -n + b, € N* si obtinem ca

(1 3T(m+1) 5-|—41-n-|—bn)

1 3-(n+1) by
At =10 1 7-(n+1) |, deunderezultd cd P(n + 1) este adevarata.
0 0 1
In plus, din demonstratia de inductie am obtinut relatia de recurenta 2 puncte
b,y1 =b, +21-n+ 5, pentruoricen € N*si b; =5.
Rezulta ca by 1 — by = 21 -k + 5, pentru orice k € N* si b; = 5, de unde obtinem
_ _ -1)-
SR (besr — b) = TpZ21 k +5) © by — by = 21- 84 5. (1)
n2-11-
S b, = w, pentru orice n € N*.
1 3-m 21n?-11n
Deci, A™ = 0 1 7 2 n | pentru orice n € N*, 3 puncte
0 0 1 )
Rezulticaa, =3-n, b, = w si ¢, = 7 -n, pentru oricen € N*.
. n n2-11- n
b) Sa se calculeze lim (2 b’_‘+3) = lim (217121#) =[1%]=
n—oo \ dn'Cy n—o n 4 pllIlCte
. 21n2-11n+3 . —11m
= enh—>ngon< 21-n2 _1):en‘_>n3°' 1211-n+3: e_% 4 puncte
o s 1-cosx _ ;. (1-cosx)-(1+cosx) _ . 1—cos?x _
a) Avem ca Ll - ;}1_% x2 91—>o x2-(1+cos x) T x—0x2(1+cosx)
. sin?x . sinx\ 2 1 , 1 1 8
— — . =12 . — —= uncte
)11_)1‘[}) x2-(14+cos x) ,1590 [( x ) 1+cosx] 1 1+1 2 P
Deci, L; = lim 1_“2)” =21
x—0 X 2
b) Notdm P(n): "exista L,, = lir’% 1_Cosxlcoi22x""lcosnx siL, ER". 5 ¢
x— . ‘ puncte
P(1) a fost demonstrata la subpunctul a). In continuare, presupunem ca P(n) este
adevarata si demonstram ca P(n + 1) este adevarata, unde n € N* este arbitrar,
fixat.
L I 1—cosx-cos2x-..-cosnx-cos(n+ 1)x
= 11m =
n+1 X0 xz
I (1 — COS X " COS 2X * ..." COSNX
= lim
x—0 x2
COSX * COS 2X * ...* COSNX — COS X * COS 2X * ...* cosnx * cos(n + 1)x 4 puncte
x? B
= lim (PCOSX'COSZM""'COSM + COSX " COS2X - ... COS N - oSt Dx, (n+ 1)2) =
x—0 x [(n+1)x]?

(n+1)2
2

=L, + € R, de unde rezulta ca propozitia P(n + 1) este adevarata.
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Demonstratia prin inductie este incheiata si, prin urmare, P(n) este adevarata pentru
orice n € N*. In plus, din demonstratia de inductie am obtinut relatia de

2
recurentd L,,; = L, + (n+21) ,pentru oricen € N* i, L; = i 1 punct
Deducem ca:
22
Ly—L =—
2=
32
L L, =—
37 =7
42
Ly—L; =—
43 =5
n2
Lp—Ly_1= 7
22+ 32+ 4%+ +n?
LTL - Ll -
2
. 2422432442 4y : (2 . 2 t
Obtinemca L, = rars ;4 T - n(n+112(2 n+1), pentru orice n € N*, puncte
c)
. Lp _ 1 n(n+1)-(2n+1) . 1 1) . N _ 1 .. 5 _1
nlgrclnﬁ — 1111_r>rc1>o 12-n3 — nll_rgo [12 (1 + n) (2 + n)] 12 1-2= 6 4 puncte
a) Deoarece card S,=24 si G T S, rezulta ca multimea G este finita. 2 puncte
Dacix =e € G,atuncix ' =e €G.
Daca x € G — {e}, atunci folosind proprietatea 1) a multimii G si inductia 2 puncte
matematica obtinem ci x* € G, pentru orice k numir natural nenul.
Dar, multimea G este finiti si x* € G, pentru orice k € N*, de unde rezulti ci exista | 2 puncte
numerele naturale nenule p, q cu p < q astfel incat x? = x7 & x97P =e.
Notimm=q—-p €N ,m>2siavemx™ =e = x" 1-x =x-xm1=¢, de 2 puncte
unde rezulti ci x~1 = x™ 1 € G.
b) Calculand obtinem ca s
oo (12 3 4\ _ puncte
brarb=(1 4 3 ,)-@9
s
- 1 2 3 4 4 t
1 b = =(3 4 puncte
a 7 5 1 3)=6%
o 12 3 4
©) Observamlca: c; b4— (1 4 3 2) =(2,4) €aG,
-1.p — —
a b_(l ) 3)—(3,4)66, 3 puncte
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a b =(L 2 3 =14MeG

4 2 3 1
a-b-a-(1,4)=(§ i 1)2(1,3)60,

- (1LH-GH-@H=(; ¥ 5 )=LDeq

Si b2-(1,2)=(1 g z j)=(2,3)e(;.

Avand in vedere egalitatile de mai sus, subpunctul a) si proprietatea 1) a multimii G,
deducem ca orice transpozitie din S, apartine multimii G.

Cum orice permutare din S, se descompune intr-un produs de transpozitii, orice
transpozitie din S, apartine multimii G si folosind proprietatea 1) a multimii G
deducemca G = §,.

2 puncte
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Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locala, Galati - 7 februarie 2026
Clasaa XIlI -a

Barem de notare si evaluare

e Pentru orice solutie corectd, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul
maxim corespunzator.

e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari
partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Nr. Solutie, rezolvare Punctaj
problemei
a. A@,b)-A(c,d) =A(a+c,ac+b+d),ab,c,d €ER 3p
L Asociativitate 2p
A(0, 0) € M element neutru 3p
Orice element al multimii M este simetrizabil; A(-a, -b + &%) € Meste simetricul 3p
elementului A(a, b)
Concluzie (M, -) grup 1p
b. X= 13 + B, unde B™ = 04, pentru orice n numar natural, n > 3 3p
Fie X = A(a,b) € M, a,b € R. Din punctul a) se stie ca (M,") este grup.
Cazuln e N*, X" =4 (na nb + —= n(n D az) 3
Cazul n < 0. Fie n = —m, m € N*. Deoarece (M,-) este grup, toate elementele
X = A(a, b) € M sunt simetrizabile.
Rezultd ca X™ = (X1)™=(A(—a,—b + az))m: A (—ma, —mb + ma® +
m(nzl—l) az) _
=A (—ma, —mb + 2D az) = A (na, nb + 2D az)
2 =‘”—Jm 2 3p
A(1,2)"t = A(-1,-1)
Ecuatia devine A (na nb + % 2) A(1,3)-A(-1,-1) = A (na nb +
B2 =40 D) =a=0b=:
n¢0
Solutia ecuatiei este A (O, —), nez
n
5 Se considera functia f: [0,1] - [— %,g] ,f (x) = arcsin(x — V1 — x?2) care este strict
. 5p
crescétoare si se anuleaza pentru x = 72
T 1
f arcsm 1-— xz) dx + j arcsin (x —V1- xz) dx 2p
0 V2
2
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_ < 2x% -1 )d
arcsin | ————— | dx
x+V1—x2

T

V2
2

L= —f arcsin(x— 1—x2)dx=—
0

x+V1—x2

(schimbare de variabilax = sint)

_ < 1— 2x? )
arcsin dx

T

cos 2t
sint + cost

arcsin ( ) -costdt

O\’N;‘

i
4
, 1—2sin?t
I; = arcsin scostdt =
0

sint + V1 — sin?t
T

4
= f arcsin(cost — sint) - cost dt
0

arcsin (\/ 1—x2-— x) dx

arcsin (x —y1- x2) dx = —

p
I
N|§]RA uy

N|ﬁ\ =

arcsin (\/ 1—x2— x) dx

1
(schimbare de variabila x = sint)

Vs
4
) 1—2sin?t
= | arcsin -costdt =
T
2

G

arcsin(cost — sint) - cost dt

sint + V1 — sin?t

Nl:l's S

Y
4

= - f arcsin(sin y — cosy) - siny dy
0

arcsin(cos y — siny) *siny dy

arcsin(cos t — sint) - sint dt.

O\N:‘ORN:‘

T
4 0

L+, = j arcsin(cos t —sint) - (cost + sint)dt = — j arcsinu * (—du)
0 1

arcsinu du ( schimbare de variabilda u=cos t -sint)

o

I

inzdz=—-—1
Sll’lZZ—2 .

D YIS

n
2
fz-coszdz=z-sinz§—
0 0 0

2p

3p

2p

2p

2p

2p

1p
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a) Functia f este continua si bijectiva. Rezultd ca G = Imf. 2p
( )_ ZX) ) 3p
lim f(x) =-1, lim f(x) =1 3p
X—00 X—>—00
De aici G = Imf = (—=1,1) 3p
b)Cumf: R->G,f(x) = ;zzz un izomorfism intre grupurile (R, +) si (G, o), 3p
rezulticid f~ = g : G - R este, de asemenea, izomorfism
Se determina g(x) = - ln( ) functie bine definita, continua si bijectiva 2p
9@+ g =51 (ﬂ)—g(ﬁcw) 2p
1 1-x—y+xy 1-e iln(%) x+y 3
=xoy=f (E In (1+x+y+xy)) = iy (WY E(LD P
1
1 1
3p
[1re — aldx = [1£G) — aldx + [ 1 @) - aldx =
0 0 1
2—,_/
x=t+s
1 1
: 1
- [reo-ataes [|r(1+3) o »
° l
2 1 2p
= [ (@ =a+]r(+3) o) ax
Ol
7 1
2f|f<x+§)—f(x) dx = 2p
0
1
A 1 1 1 4p
f ”f (x + E) —-f (§>] + [f <§> — f(x)” dx (f este monotona)
’ 1 1
2 2
1
=f f(x+E dx+f f(x)|dx 3p
’ 1
1 1 2 1 2p
= f @£ (3)]de+ [ |f(3) - r)] ax
5 0
7 1
= [Jreo-r(3)| e 2p
0




